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Exercice 1. (Suite et fin de ’exercice 3 de la PC 7) On observe un échantillon
(X1,...,X,) de n variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de parametre # > 0 inconnu.

1. Déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblance 6,, = 6, (X1,...,X,) de 6 et
montrer qu’il converge presque stirement vers 6 lorsque n — oo.

2. Cet estimateur est-il sans biais ?
Indication. On rappelle que la densité de la loi I'(a, \) est %)\“xafle*)‘xlzw.

a)
3. Démontrer que \/ﬁ(@l — ) converge en loi vers une loi qu’'on déterminera.
Indication. On pourra utiliser la “méthode Delta”.
4. Construire un intervalle de confiance asymptotique a 95% pour 6.

Exercice 2. Soit (X})i>1 des variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur
[0, 0] (avec € inconnu).

1. Montrer que 'estimateur du maximum de vraisemblance §n = §n (X1,...,X,) de 0 est
0, = max(Xy,...,X,).

2. Montrer que W,, = n(l — %") converge en loi quand n — oo et déterminer sa limite.
3. Construire un intervalle de confiance asymptotique & 95% pour 6.

Exercice 3. (Intervalles de confiance asymptotiques avec le TCL) Soit (X,,),>1 une
suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On suppose que X est de carré
intégrable, de moyenne m et de variance o? > 0. On pose
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1. Justifier que \/ﬁX’%m converge en loi vers NV(0, 1), une gaussienne centrée réduite.

2. En déduire un intervalle de confiance asymptotique pour m au niveau 95% (en sup-
posant o connu).

3. Montrer que &, converge presque siirement vers ¢. L’estimateur o> est-il sans biais ?

4. Montrer que

X, — i
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5. En déduire un intervalle de confiance asymptotique pour m au niveau 95% (en sup-
posant o inconnu).



Exercice 4. Le but de cet exercice est d’estimer le temps d’attente du RER B, qui suit une
loi exponentielle de parametre A > 0 inconnu. Soit (£;);>1 une suite de variables aléatoires

~

indépendantes de méme loi exponentielle de parametre A > 0 inconnu. On pose A, =
== ef
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1. Donner un intervalle de confiance asymptotique pour % au niveau 95%.

2. Comment obtenir un intervalle de confiance asymptotique pour A au niveau 95% 7

Exercice 5. (Stabilisation de la variance) On dispose d’un échantillon Xj,..., X, de
variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de parametre 0 < 6 < 1.

1. On note X,, = % la moyenne empirique des X;. Que donnent la loi forte des
grands nombres et le TCL?

2. Trouver une fonction g telle que \/n (g(yn) - g(@)) converge en loi vers une loi gaussienne
centrée réduite.

3. On note 2z;_4 /7 le quantile d’ordre 1 —a/2 de la loi normale (P(Z > z;_,/9) = /251 Z
est une loi normale centrée réduite). En déduire un intervalle de confiance asymptotique
Iy (qui dépend de 21_q/9, 1 et X,) tel que limy, oo P(0 € Ijy0) =1 — cu.

Exercice 6. Soient (X;)i<i<y des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi, de
carré intégrable, d’espérance m et de variance o2. On suppose que la moyenne empirique X,
et la variance empirique V,,, définies par
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sont indépendantes. Le but de cet exercice est de démontrer que la loi de X; est une loi
gaussienne N (m, 0?).

1. On suppose dans les questions 1 & 4 que m = 0. Calculer E((n — 1)V,,) en fonction de
o2. Montrer que pour tout t € R :

E((n — )V, Xn) = (n — 1)y(t)"0?,
ou on note 1 (t) la fonction caractéristique de Xj.

2. En développant V;, dans I’égalité précédente, vérifier que :
E((n — 1)Vneit"Y") = —(n— D" &))"+ (n — )¢ (t)*(t)" 2.
3. En déduire que, sur un voisinage ouvert de 0, ¥ est solution de I’équation différentielle :

2 2
5 w) =—02  0)=1, '(0)=0.



4. En déduire que la loi des variables X; est la loi gaussienne N(0, 0?).
Indication : Considérer ¢ = ¢ /1.

5. Que peut-on dire si I’on ne suppose plus m =0 ?

Exercice 7. On effectue une enquéte, durant une épidémie de grippe, dans le but de connaitre
la proportion p de personnes présentant ensuite des complications graves. On observe un
échantillon représentatif de 400 personnes et pour un tel échantillon 40 personnes ont présenté
des complications.

1. Donner un intervalle de confiance pour p au risque 5%.

2. On désire que la valeur estimée p differe de la proportion inconnue exacte p de moins
de 0,005 avec une probabilité égale & 95%. Quel sera l'effectif d’un tel échantillon 7

3. Quel devrait étre le risque pour obtenir le méme intervalle qu’a la question précédente
en conservant l'effectif n =400 7 Quelle conclusion peut-on en tirer ?

Pour aller plus loin

Rappel (théoréme de Cochran, extension de la proposition 6.2.8 du poly). Soit X un vecteur
colonne aléatoire de R™ de loi N'(m,0%I,) (avec m € R", 0 > 0) et R* = E; & - @ E,
une décomposition de R™ en somme directe de p sous-espaces vectoriels orthogonaux de
dimensions dy, ..., d, avec di + - - - +dp, = n. Soit Py, la matrice du projecteur orthogonal sur
B et Y, = P, X la projection orthogonale de X sur Ej. Alors :

1. Les vecteurs aléatoires (Y7,...,Y,) sont indépendants et Y}, suit la loi N'(Pym, oc?Py).

2. Les variables aléatoires (||Y; — P;m|?)1<i<p sont indépendantes et ||Yy — Prm|?/o?
suit la loi X?lk'

Exercice 8. On considere que la réponse d’'un appareil de mesure a un signal déterministe
¢ est égale & a& plus un bruit gaussien centré de variance b, ou (a,b) € R x R™*. On se
propose d’étalonner I’appareil (c’est-a-dire estimer les valeurs de a et b) en envoyant une
suite x = (1, z2,...,Ty,) de signaux connus. On note Y; = ax; + ViU; 1a réponse au i-ieme
signal olt on suppose que les coordonnées du vecteur U = (Uy, Us,...,U,) sont des variables
aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes. On note Y = (Y1,Ya,...,Y,),

~
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1. Donner la loi de A,. A quelle condition sur la suite (xi)i>1 a-t-on E((A, — a)?) — 0
lorsque n — oo?

On complete e; = H%H en une base orthonormée (eq,...,e,) de R™. Notons P la projection
orthogonale sur E; = Vect(e;) et Q la projection orthogonale sur Fy = Vect(ea, ..., ey,).

2. Déterminer PY et QY. En déduire que En et En sont des variables aléatoires réelles
indépendantes. Donner ’espérance et la variance de B,,.



. Montrer qu’il existe une constante ¢ (dépendant de x) telle que la variable aléatoire
Ay—a
cAn—a

VB
. Donner un intervalle de confiance & 95% pour le parameétre a, suivant que 1’on connait
la valeur de b ou non.

suive une loi de Student.



